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1 Ce este un graf?

Multe intrebdri practice au aceeasi structurd ascunsd: avem o multime de obiecte si ne in-
tereseaza care perechi dintre ele sunt "legate". De exemplu: cum conectam cu cost minim un
numadr de localitdti printr-o retea de fibrd optica? Care este cel mai scurt traseu intre doud
intersectii dintr-un oras? Cate intervale orare sunt necesare pentru a programa examenele
unei sesiuni, astfel incat niciun student sa nu aiba doud examene simultan? Se pot colora
tdrile oricdrei harti cu patru culori, astfel incat tdrile vecine sd primeasca culori diferite? Toate
aceste probleme se formuleaza natural in limbajul teoriei grafurilor, pe care il introducem in
acest curs.

Se spune adesea cd teoria grafurilor s-a ndscut in 1736, odata cu rezolvarea de catre Euler
a problemei urmatoare.

Exemplul 1.1 Orasul Konigsberg era traversat de riaul Pregel, care delimita patru zone de uscat: doud
maluri si doud insule. Aceste zone erau legate prin sapte poduri. Intrebarea era dacii un locuitor poate
pleca de acasd, poate traversa fiecare pod exact o singurd datd si se poate intoarce acasd.

Reprezentiam fiecare zond de uscat printr-un punct si fiecare pod printr-o curbi care uneste zonele
pe care le leagd. Notdm cu X si Z cele doud maluri, cu W insula mare si cu' Y insula mici:
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Ori de cite ori un traseu trece printr-o zond, el foloseste doud poduri: unul de intrare si unul de
iesire. La fel, primul si ultimul pod ale unui traseu inchis formeazi o pereche in zona de plecare. Prin
urmare, un astfel de traseu poate exista doar daci fiecare zond este capitul unui numdr par de poduri.
In Konigsberg, zona W este capitul a 5 poduri, iar X, Z,Y sunt capetele a cite 3 poduri, deci traseul
dorit nu existd.



Problema anterioara retine exact informatia relevanta: o multime de puncte, o multime de
legaturi si, pentru fiecare legatura, cele doud puncte pe care le uneste. Aceasta conduce la
definitia generald a conceptului de graf.

Definitia1 Un graf G este un triplet format dintr-o multime de vdrfuri (vertex, en.) V(G), o
multime de muchii (edges, en.) E(G) si o relatie care asociazd fiecdrei muchii doud varfuri (nu neapirat
distincte), numite extremitditile (endpoints, en.) ei.

Un graf se deseneazd reprezentand fiecare varf printr-un punct din plan si fiecare muchie
printr-o curbd care uneste punctele corespunzatoare extremitatilor sale. Acelasi graf admite,
desigur, multe reprezentdri grafice diferite.

Definitia 2 O bucld (loop. en.) este o muchie ale cirei extremitditi coincid. Muchiile multiple sunt
muchii care au aceeagi pereche de extremititi. Un graf fard bucle si fard muchii multiple se numegte
graf simplu.

Cand w si v sunt extremititile unei muchii, spunem ci v si v sunt adiacente (sau vecine) si scriem
U < .

Intr-un graf simplu, o muchie este complet determinati de extremitatile sale. Putem astfel
identifica muchia cu perechea neordonati {u,v}, pe care o notdm, prescurtat, uv (sau, echiva-
lent, vu). Un graf simplu este deci dat de o multime de varfuri V si de o multime E de
submultimi cu doud elemente ale Iui V. Graful din Exemplul 1.1 nu este simplu: are muchii
multiple (intre z si w, respectiv intre 2 si w). In cele ce urmeazi vom lucra, aproape exclusiv,
cu grafuri simple.

Exemplul 1.2 FieV = {z,y,u,v,w} si E = {zy, zu, vv, 2w, uwv, vw, uw}. Mai jos sunt doud desene
ale acestui graf simplu; al doilea aratd cd muchiile se pot desena fard intersectii.
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Definitia 3 (a) Un graf este finit dacid multimile sale de varfuri si de muchii sunt finite.
(b) Graful nul este graful cu V. = E = (. Includerea lui in enunturi generale produce doar
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complicatii inutile, aga cd il excludem: toate grafurile considerate au cel putin un varf.

2 Modelare prin grafuri

Aplicatii variate sugereaza notiuni structurale naturale ce se pot modela prin intermediul
unor grafuri construite in mod convenabil.



Exemplul 2.1 (Relatii de cunostinte si subgrafurile) Orice multime de sase persoane contine trei
cunogtinte comune i trei persoane striine comune? Cum relatie de "cunogstintid” este simetricd, mo-
deldm problema printr-un graf simplu, in care persoanele sunt reprezentate prin virfuri, iar relatia de
cunogtintd printr-o muchie intre cele doud persoane. Similar, prin complementaritate, putem construi

graful ce caracterizeazi absenta relatiilor dintre persoane.
i
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Definitia 4 Complementul unui graf simplu G este graful simplu G cu V(G) = V(G), in care

wo € E(G) dacd si numai dacid uwv ¢ E(G) (pentru u # v).

Definitia 5 O clicd (clique, en.) intr-un graf este o multime de vdrfuri doud cite doud adiacente. O
multime independenti (sau stabild) intr-un graf este o multime de varfuri doud cite doud neadia-
cente.

In Exemplul 2.1, {u, z, y} este o clici de dimensiune 3, iar {u,w} este o multime indepen-
dentd, de dimensiune 2, ele fiind cele mai mari astfel de multimi. Aceste valori se inverseaza
in G. Se poate formula in trebarea: orice graf cu 6 varfuri contine o clicd de dimensiune 3 sau
o multime independentd de dimensiune 2?

Propozitia 2.1 Orice graf simplu cu cel putin 6 vdrfuri contine o clicd cu 3 vdrfuri sau o multime
independentd cu 3 vdrfuri.

Demonstratie. Este suficient sa tratdm cazul a 6 varfuri. Fixam un varf x. Dintre celelalte 5 var-
turi, fie cel putin 3 sunt vecini ai lui z, fie cel putin 3 nu sunt. Prin trecere la complement (care
interschimba clicile si multimile independente) putem presupune primul caz: z are vecinii
a,b, c. Dacd doud dintre varfurile a, b, c sunt adiacente, ele formeaza impreund cu x o clicd cu
3 varfuri; altfel {a, b, ¢} este o multime independenta.

Intr-un grup de 5 persoane se poate intdimpla sa nu existe nici trei cunostinte reciproce,
nici trei necunoscuti reciproci. Pentru 6 persoane, situatia se schimba.

Exemplul 2.2 (Repartizarea sarcinilor) Avem m posturi si n candidati, fiecare candidat fiind cali-
ficat doar pentru unele posturi. Construim un graf simplu cu un varf pentru fiecare post (randul de
jos) si un varf pentru fiecare candidat (randul de sus), unind postul j cu candidatul p dacd p poate
ocupa postul j. Fiecare post trebuie ocupat de citre exact un candidat, iar fiecare candidat ocupi cel
mult un post; ciutdm deci m muchii, doud cite doud disjuncte. In acest graf nu existid muchii intre
doud posturi sau intre doi candidati: vdrfurile se impart in doud multimi independente.



Definitia 6 Un graf G este bipartit daci V (G) este reuniunea a doud multimi independente disjuncte
(eventual vide), numite clasele de (bi)partitie ale lui G.

Exemplul 2.3 (Programarea examenelor si probleme de colorare) Presupunem ci, intr-o sesiune
trebuie programate mai multe examene. Doud examene nu pot avea loc in acelagi interval orar dacd ex-
istd un student inscris la amandoud. Reprezentdam fiecare examen printr-un varf si unim doud varfuri
daci examenele respective au un student comun. Atribuim fiecirui virf o etichetd (intervalul orar),
astfel incit extremitatile oricdrei muchii sd primeascd etichete diferite; dorim cit mai putine etichete.
Virfurile care primesc aceeasi eticheti formeazi o multime independentd, iar virfurile unei clici primesc
etichete distincte doud cdte doud. De exemplu, in graful de mai jos triunghiul aratd cd sunt necesare
cel putin trei intervale, iar partitia in multimi independente aratd cd trei intervale sunt suficiente.

Deoarece etichetele nu au valoare numericd, ci doar separd varfurile in clase, le numim culori.

Definitia 7 Numdrul cromatic al unui graf G, notat x(G), este numdrul minim de culori cu care se
pot colora virfurile lui G astfel incat virfurile adiacente si aibd culori diferite. Graful G este k-partit
dacid V (G) se poate scrie ca reuniune a k multimi independente (eventual vide).

Grafurile bipartite sunt exact grafurile 2-partite. Clasele de culoare ale unei colorari sunt
multimi independente, deci x(G) este numdrul minim de multimi independente in care se
poate partitiona V' (G), iar G este k-partit dacd si numai dacd x(G) < k. Dacd G contine o clicd
cu r varfuri, atunci xy(G) > r.

Exemplul 2.4 (Harti si probleme de colorare) Informal, o hartd este o impdrtire a planului in
regiuni conexe. Asociem fiecdrei regiuni un virf si unim doud vArfuri dacd regiunile corespunzi-
toare au o frontierd comuni (nu doar un punct). Intrebarea dacii orice harti se poate colora cu patru
culori devine: are graful obtinut numdr cromatic cel mult 4? Grafurile care rezultd astfel pot fi dese-
nate in plan fard ca muchiile si se intersecteze. Astfel de grafuri se numesc planare. Faptul ci un
anumit desen are intersectii nu aratd cd graful nu este planar: poate exista alt desen fird intersectii
(vezi Exemplul 2.3). Raspunsul afirmativ la intrebarea de mai sus este celebra Teoremd a celor patru
culori.

Exemplul 2.5 (Trasee in retelele stradale) O refea rutierd se modeleazd printr-un graf ale cirui
vdrfuri sunt intersectiile si ale cirui muchii sunt tronsoanele de drum dintre ele. Muchiilor li se pot
asocia ponderi (lungimi sau durate, sau sensuri). Ne intereseaz, de exemplu, cel mai scurt traseu intre
doud varfuri date, sau un traseu care viziteazd fiecare vdrf exact o datid. Avem nevoie de terminologie
pentru astfel de trasee.

Definitia 8 Un drum (lant elementar) este un graf simplu ale cdrui vdrfuri pot fi ordonate astfel incit
doud varfuri sunt adiacente dacd si numai dacd sunt consecutive in aceastd ordine. Un ciclu este un
graf cu acelagi numdr de varfuri si de muchii ale cirui virfuri pot fi asezate pe un cerc astfel incit doud
vdrfuri sunt adiacente dacd si numai dacd sunt consecutive pe cerc.



Putem observa in graful de mai sus un drum si un ciclu, aranjand véarfurile in ordinea z, b, a, 2, y.
Eliminarea unei muchii dintr-un ciclu va genera un drum. Pentru studierea problemei trafi-
cului rutier, ne referim la drumurile si ciclurile continute in acel graf. De asemenea, este de
asteptat ca fiecare varf sa poata fi accesibil din oricare altul. Definitia urmatoare formalizeaza
precis acest concept.

Definitia 9 (a) Un subgraf al grafului G este un graf H cu V(H) C V(G), E(H) C E(G), in care
fiecare muchie din H are aceleasi extremititi ca in G. Scriem H C G si spunem cid G contine pe H.

(b) Graful G este conex daci oricare doud varfuri ale sale apartin unui drum care este subgraf al
lui G. In caz contrar, G este neconex.

3 Matrice asociate si izomorfism

Un graf poate fi dat prin lista varfurilor si a muchiilor, dar existd si reprezentari matriceale
utile. Un graf este fara bucle daca nu are cicluri (muchiile multiple sunt permise).

Definitia 10 Fie G un graf fird bucle, cu multimea varfurilor V(G) = {vy, ..., v, } si cea a muchiilor
E(G) =A{e,...,en}. Atunci:

e Matricea de adiacentd a lui G, notatd cu A (G) este matricea n x n, cu elementul a;; egal cu
numdrul de muchii cu extremitditile v; si v;.

e Matricea de incidentd a lui G, notatd cu M (G) este matricea n x m cu m;; = 1 dacd v; este
extremitate a lui e; i m;; = 0 in caz contrar.

o Daci v este extremitate a muchiei e, spunem cid v si e sunt incidente. Gradul unui virf v
(intr-un graf fard bucle) este numdrul muchiilor incidente cu v. Gradul lui v in G se va nota cu
de (v), sau, dacd nu existd risc de confuzie, d (v).

Observatia 3.1 Matricea de adiacenti depinde de ordonarea aleasd a vdrfurilor. Ea este intotdeauna
simetricd (a;; = aj;). Pentru un graf simplu, elementele ei sunt 0 sau 1, cu zerouri pe diagonald.
Gradul lui v; este suma elementelor de pe linia i, atdt in A(G), cit si in M(G).

Exemplul 3.1 Graful G de mai jos are virfurile w, x,y, z si muchiile a = wz,b = wy,c = vy, d =

TY,e = Yz.
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Cunoasterea matricei de adiacenta pentru un graf atribuie implicit nume varfurilor prin
ordinea randurilor; al i-lea varf corespunde celui de-al i-lea rand si celei de-a i-a coloane. Sto-
carea unui graf necesita denumirea varfurilor. Cu toate acestea, dorim sa studiem proprietati
(cum ar fi conexitatea), care nu depind de aceste denumiri. Intuitiv, proprietatile structurale
ale grafurilor G si H vor fi aceleasi dacd putem redenumi varfurile lui G folosind varfurile lui
H, astfel incat ' sa devina efectiv H. Definim aceastd notiune in mod riguros pentru grafurile
simple. Redenumirea este realizata printr-o functie de la V(G) la V(H), care asociaza fiecarui
element din V(G) un element unic din V' (H), punand astfel in corespondentd varfurile celor
doua grafuri. A spune ca aceastd redenumire transforma graful G in H inseamnd ca bijectia
dintre multimile de varfuri pastreaza relatia de adiacentd dintre varfuri.

Definitia 11 Un izomorfism de la graful simplu G la graful simplu H este o bijectie f: V(G) —
V' (H) astfel incdt

w € E(G) <= f(u)f(v) € E(H), pentruoriceu,v € V(G).
Spunem cid G este izomorf cu H si scriem G = H daci existid un izomorfism de la G' la H.

Exemplul 3.2 Fie G graful cu V(G) ={1,2,3,4}, E(G) = {12,23,34,41}, si H graful cu V(H) =
{a,b,c,d}, E(H) = {ac, cb, bd, da}. Desi desenele arati diferit, functia f(1) = a, f(2) =¢, f(3) =0,
f(4) = d este un izomorfism: ea transformd muchiile 12,23,34,41 in ac, cb, bd, da, adici exact in
muchiile lui H, deci pistreazi si nonadiacentele. Echivalent, matricea de adiacentd a lui G in ordinea
1,2, 3, 4 coincide cu matricea de adiacentd a lui H in ordinea a, c, b, d:

A(G) =

A(H> ‘ordinm a,c,b,d’

— O = O
O = O =
—_— o = O
O = O =

Ambele grafuri sunt cicluri cu patru varfuri.

Observatia 3.2 (Gasirea izomorfismelor) Reordonarea vdrfurilor unui graf revine la aplicarea ace-
leiasi permutiri liniilor si coloanelor matricei de adiacentd: dacd P este matricea de permutare core-
spunzdtoare, noua matrice este PA(G)PT. In consecintd, G = H daci si numai dacd existd o matrice
de permutare P cu

PA(G)PT = A(H).
Un izomorfism pistreazd, in particular, gradele: dy(f(v)) = de(v) pentru orice v. Aceasta restringe
mult posibilele imagini ale fiecdrui varf.

Observatia 3.3 (Grafuri care nu sunt simple) Pentru grafuri cu bucle sau muchii multiple, un
izomotrfism de la G la H este o pereche de bijectii V(G) — V(H) si E(G) — E(H) astfel incat
fiecare muchie cu extremititile u, v este dusd intr-o muchie cu extremititile f(u), f(v). Nu vom uti-
liza, deocamdatd, aceasti situatie.



Adjectivul "izomorf" se referd intotdeauna la o pereche de grafuri. Deoarece relatia este
simetrica, putem spune "G si H sunt izomorfe". Reamintim ca o relatie de echivalentd pe o
multime este o relatie reflexivd, simetricd si tranzitiva. Relatia de adiacentd pe varfurile unui
graf este simetricd, dar nu este reflexiva si, in general, nu este tranzitiva.

Propozitia 3.1 Relatia de izomorfism este o relatie de echivalenti pe multimea grafurilor simple.

Demonstratie.
Reflexivitate. Aplicatia identica idy () este, evident, un izomorfism de la G la G.

Simetrie. Fie f: V(G) — V(H) un izomorfism si ¢ = f~'. Pentru x,y € V(H), consideram
u=g(x),v=g(y). Atunci, f(u) =z, f(v) =y si

ry € E(H) <<= f(u)f(v)e E(H) <= we€EG) <<= g(x)9(y € E(G),
deci g este un izomorfism de la H la G.

Tranzitivitate. Fie f: V(F') — V(G)sig: V(G) — V(H) doud izomorfisme. Atunci go f este
bijectie si, pentru u,v € V(F),

we B(F) <« [f(u)f(v) € E(G) <= g(f(u)g(f(v)) € E(H),
deci g o f este un izomorfism de la F'la H.

O relatie de echivalentd imparte multimea pe care este definitd in clase de echivalenta:
douad elemente sunt in relatie daca si numai daca apartin aceleiasi clase. Avem astfel:

Definitia 12 O clasd de izomorfism este o clasi de echivalentd a grafurilor in raport cu relatia de
izomorfism.

Observatia 3.4 (Grafuri neetichetate) Concluziile structurale despre un graf G sunt valabile pen-
tru orice graf izomorf cu G. Ele nu depind de numele varfurilor. Din acest motiv, prin graf neetichetat
intelegem, informal, o clasi de izomorfism. Un desen fird nume pe virfuri este un reprezentant al unei
astfel de clase, iar cind redesendm un graf pentru a evidentia o proprietate, alegem pur si simplu alt
reprezentant.

Definitia 13 (a) Notam cu P, si C,, drumul, respectiv ciclul (neetichetat) cu n varfuri. Un n-ciclu
este un ciclu cu n vdrfuri. Un graf complet este un graf simplu in care oricare doud virfuri sunt
adiacente. Graful complet cu n virfuri se noteazi I,

(b) Un graf bipartit complet (sau biclicd) este un graf simplu bipartit in care doud varfuri sunt
adiacente dacd si numai dacd se afld in clase de bipartitie diferite. Dacd clasele au r si, respectiv, s
elemente, notdm graful cu K, .

K5 K33

>

Observatia 3.5 (1) Distingem intre un graf complet (un graf) si o clici (o multime de varfuri dintr-un
graf). Astfel, putem vorbi despre clici in acelasi limbaj ca si despre multimi independente. Denumirea
"biclicd” aminteste ci K, s nu este, in general, un graf complet, chiar dacdi este un graf bipartit complet.

(2) Cand spunem cid "G contine H" pentru un graf neetichetat H, intelegem ci G are un subgraf
izomorf cu H (o copie a lui H). De exemplu, K, contine 4 copii ale lui Cs, iar Ky 4 nu contine nicio
copie a lui C (orice ciclu dintr-un graf bipartit alterneazd intre clase, deci are lungime pard).
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Proprietdtile structurale sunt determinate de relatia de adiacentd, deci sunt pdstrate de
izomorfisme. Le vom numi, in cele ce urmeaza, invarianti. Pentru a ardta ca G nu e izomorf
cu H este suficient sd gasim un invariant care diferd: numdrul de varfuri sau de muchii, sirul
gradelor, existenta unui anumit subgraf, conexitatea, bipartitia, complementul etc. In schimb,
coincidenta catorva invarianti nu dovedeste cd G = H. Pentru aceasta trebuie identificat un
izomorfism intre cele doua grafuri.

Exemplul 3.3 (Numairul grafurilor cu n varfuri) Numidirul de moduri de a alege k elemente dintr-
o multime cu n elemente este coeficientul binomial C% . [n particular, existd C? perechi de varfuri. Un
graf simplu cu multimea de varfuri X, cu | X| = n, se obtine deciziand pentru fiecare pereche daci este
sau nu muchie. Prin urmare existd exact 2% grafuri simple, cu multimea de vrfuri X.

Pentrun = 3 obtinem 8 grafuri, dar doar 4 clase de izomorfism: un graf cu 3 varfuri este determinat
pand la izomorfism de numdrul sau de muchii (0, 1, 2 sau 3). Clasele au 1, 3, 3, respectiv 1 elemente,
deci nu putem obtine numirul claselor impirtind 2°% la o constantd. Pentrun = 4 existd 64 de grafuri
si 11 clase de izomorfism.

IINXX?IN
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Totusi, o clasi de izomorfism contine cel mult n! grafuri pe X (cdte unul pentru fiecare bijectie
X — X aplicati unui reprezentant). Rezultd cid numdrul claselor de izomorfism este cel putin
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4 Descompuneri si grafuri speciale
Faptul cd P, & P, sugereazd introducerea unei familii speciale de grafuri si probleme asociate.

Definitia 14 Un graf este autocomplementar daci este izomorf cu complementul siu. O descom-
punere a unui graf este o listid de subgrafuri ale sale astfel incat fiecare muchie a grafului apare in exact
unul dintre ele.

Orice graf simplu H cu n varfuri si complementul sau formeaza o descompunere a lui K,,.
Deci H este autocomplementar dacd si numai dacad K,, admite o descompunere in doud copii
ale lui H.

Exemplul 4.1 Putem descompune pe K5 in doud 5—cicluri, deci un 5—ciclu este auto-complementar.
Orice graf cu n vdrfuri si complementarul siau il descompun pe K,,. De asemenea, K ,_1 si K,_1
reprezintid o descomunere a lui K,,, chiar daca unul dintre aceste subgrafuri omite un vdrf. Mai jos
avem o descompunere a lui K, folosind trei copii ale lui Pj.



Problem 4.1 O problemi fundamentali din teoria design-ului combinatorial este dati de determinarea
grafurilor complete ce admit descompuneri in copii ale lui K. In graficul de mai jos, in stanga avem o
posibilii descompunere a lui Kr. Rotind triunghiul ingrosat prin cele 7 pozitii, folosim fiecare muchie o
singurd dati.

Pentru situatia lui K, ludm V (K;) = Zr = {0,1, ... ,6} si triunghiurile
T,={i,i+1,i+3} (mod 7), i=0,1,...,6.

Diferentele dintre elementele lui {0, 1,3} sunt 1,2, 3 (si opusele lor 6,5,4), fiecare apdrdnd o singuri
datd. O muchie {x,y} a lui K, are "diferenta” +(y — x) € {£1, £2, +3}, iar pentru fiecare diferentdi
existd exact o translatie T; care contine muchia. Deci cele 7 triunghiuri folosesc fiecare dintre cele 21 de
muchii exact o datd. Intrebarea "pentru ce valori ale lui n se descompune K,, in triunghiuri” este un
punct de plecare al teoriei designurilor combinatoriale.

4.1 Graful lui Petersen

Definitia 15 Graful lui Petersen este graful simplu ale cirui vdrfuri sunt submultimile cu doud
elemente ale unei multimi cu cinci elemente si in care doud virfuri sunt adiacente dacd si numai daci
submultimile corespunzitoare sunt disjuncte. Il putem desena in urmiditoarele moduri:
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Este un exemplu de graf deosebit de important, fiind studiat intr-o carte intreagd dedicatd lui, Holton-
Sheellan [3]

Problem 4.2 (Structura grafului lui Petersen) Graful are CZ = 10 vdrfuri. Pentru o pereche ab,
perechile disjuncte de ea se aleg din cele 3 elemente rimase, deci sunt C5 = 3: fiecare virf are gradul 3
si graful are 10 - 3/2 = 15 muchii. Varfurile 12,34, 51, 23, 45 formeazi (in aceasti ordine) un 5-ciclu,
la fel 35,24,13, 25, 14, iar muchiile rdmase unesc 12 cu 35, 34 cu 25, 51 cu 24, 23 cu 14 si 45 cu 13.
Numele "graful lui Petersen” desemneazi de fapt o clasd de izomorfism: pentru a ardta cid un desen dat
reprezintd graful lui Petersen, este suficient sd etichetdm vdrfurile cu perechi din [5] = {1,2,3,4,5}
astfel incit adiacenta sd coincidd cu disjunctia (ex. 24/S).

Propozitia 4.1 In graful lui Petersen, doud vdrfuri adiacente nu au niciun vecin comun, iar doud
virfuri neadiacente au exact un vecin comun.

Demonstratie. Dacd x,y sunt adiacente, ele sunt perechi disjuncte, deci x U y are 4 elemente.
O pereche disjunctd de ambele ar trebui sa fie inclusd in singurul element rdmas, ceea ce este
imposibil. Dacd z # y sunt neadiacente, ele au exact un element comun, deci S = = U y are
3 elemente. Un vecin comun este o pereche disjunctd de S, adicd o pereche inclusd in [5] \ S,
care are 2 elemente. Exisd exact o astfel de pereche.

Definitia 16 Talia, sau circumferinta (girth, en.) unui graf care contine cicluri este lungimea celui
mai scurt ciclu al sdu. Un graf fard cicluri are, prin conventie, talia infinitd.

Corolarul 4.1 Graful lui Petersen are talia 5.

Demonstratie. Fiind simplu, graful nu are cicluri de lungime 1 sau 2. Un 3—ciclu ar fi un
triunghi, adicd doua varfuri adiacente cu un vecin comun, iar un 4—ciclu z,y, z, w fara tri-
unghiuri ar avea varfurile neadiacente x si z cu doi vecini comuni y si w. Ambele situatii sunt
excluse de Propozitia 4.1. In fine, varfurile 12,34, 51, 23, 45 formeazi un 5—ciclu, deci talia
grafului este 5.

Graful lui Petersen este foarte simetric: orice permutare ¢ a lui [5] induce bijectia ab —
o(a)o(b) pe varfuri, care pastreaza disjunctia, deci este un izomorfism al grafului pe el in-
susi. Obtinem astfel 5! = 120 de astfel de izomorfisme (distincte, deoarece permutari diferite
actioneaza diferit pe perechi). Se poate ardta ca nu existd altele (ex. 43/S).

4.2 Automorfisme

Definitia 17 Un automorfism al grafului G este un izomorfism de la G la G. Graful G este varf-
tranzitiv dacd pentru orice u,v € V(G) existd un automorfism care duce u in v.

Automorfismele lui G sunt exact Ciclul C,, (n > 3) are 2n automorfisme: cele n rotatii si
cele n simetrii ale unui n-gon regulat. Intr-adevir, imaginea unui varf fixat poate fi aleasa in
n moduri, iar imaginea unuia dintre vecinii sdi In 2 moduri, dupa care automorfismul este
determinat.

Exemplul 4.2 1. Drumul cu varfurile 1, 2,3, 4 si muchiile 12, 23, 34 are exact doud automorfisme:
identitatea gi permutarea 1 < 4, 2 < 3. Un automorfism pistreazi gradele, deci duce virfurile
de grad 1 (anume 1,4) intre ele; odatd fixatd imaginea lui 1, restul este determinat. Observam ci
permutarea 1 < 2 nu este automorfism, desi graful obtinut prin redenumire (muchiile 21,13, 34)
este izomorf cu cel initial.
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2. Graful K, are n! automorfisme: orice permutare a vdrfurilor.

3. Ciclul C,, (n > 3) are 2n automorfisme: cele n rotatii si cele n simetrii ale unui n-gon regulat.
Intr-adevdr, imaginea unui virf fixat poate fi aleasd in n moduri, iar imaginea unuia dintre
vecinii sdi in 2 moduri, dupd care automorfismul este determinat.

4. In K, orice permutare a varfurilor din aceeasi clasi de bipartitie este automorfism, deci existi
cel putin r! x s! automorfisme. Pentru r # s acestea sunt toate. Pentru r = s, putem in plus
interschimba cele doud clase, deci K., are 2(r!)* automorfisme.

5. Graful K, ; este virf-tranzitiv dacd si numai daci r = s (vdrfurile au gradele s, respectiv r).
Pentru n > 2, drumul P, nu este vdrf-tranzitiv, pe cdnd orice ciclu, orice graf complet si graful
lui Petersen sunt vdrf-tranzitive.

Intr-un graf varf-tranzitiv, orice afirmatie structurald demonstrata pentru un varf este val-
abila pentru toate varfurile: graful "aratd la fel" din fiecare varf.

5 Conexiune, drumuri si cicluri

5.1 Definitii si caracterizari

Multe afirmatii din teoria grafurilor pot fi demonstrate folosind principiul inductiei. In aceasts
sectiune revenim la Problema podurilor din Konigsberg, determinand cand este posibil sa
parcurgem toate muchiile unui graf. De asemenea, vom dezvolta proprietdti utile referitoare
la conexiune, drumuri si cicluri. Un pieton din Konigsberg poate dori sd permitd repetarea
varfurilor, dar sa evite repetarea muchiilor. Un postas livreaza corespondenta la casele de pe
ambele parti ale strdzii si, prin urmare, parcurge fiecare muchie de doud ori.

Definitia 18 Un traseu (walk) este o listi de varfuri si muchii vy, ey, v1, ..., €k, Vi, astfel incit, pentru
fiecare 1 < i < k, muchia e; = v;_1v;. Un traseu fdrd repetarea muchiilor (trail) este un traseu in
care nicio muchie nu se repetd. Un drum (path) uv = (u,v) este un drum ale cdrui varfuri de grad (1)
(extremitdtile sale) sunt u si v; celelalte varfuri sunt numite vdrfuri interne. Lungimea unui traseu,
trail, drum sau ciclu este numdrul sdu de muchii. Un traseu sau un trail este inchis dacd extremitditile
sale coincid.

De exemplu, in graful Konigsberg,

lista x, e, w, e5,y, €6, x, €1, W, €3, x este un traseu inchis de lungime 5; muchia e, se repeta si,
prin urmare, acesta nu este un trail. Dacd stergem ultima muchie si ultimul varf, obtinem un
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trail de lungime 4. Acesta repeta varfuri, dar nu repeta muchii. Subgraful format din muchiile
e1, €5, € si varfurile x, w, y este un ciclu de lungime 3. Daca stergem una dintre muchiile sale,
obtinem un drum. Doud muchii care au aceleasi extremitati (cum ar fi e; si es) formeaza un
ciclu de lungime 2. O bucla (loop) este un ciclu de lungime 1. Motivul pentru care enumerdm
muchiile intr-un walk este acela de a putea face diferenta intre muchii multiple atunci cand
graful nu este simplu. Intr-un graf simplu, un walk (sau trail) este complet determinat de lista
ordonatd a varfurilor sale. De obicei, atunci cAnd denumim un drum, ciclu, trail sau walk
intr-un graf simplu, enumeram doar varfurile sale in ordinea in care sunt parcurse, chiar daca
acesta este alcdtuit atat din varfuri, cat si din muchii. Atunci cand discutdm despre un ciclu,
putem incepe de la orice varf si nu repetam primul varf la sfarsit. Putem folosi paranteze
pentru a clarifica faptul ca este vorba despre un ciclu si nu despre un drum.

Lema 5.1 Orice walk (u,v) contine un drum (u,v).

Demonstratie. Demonstram afirmatia prin inductie asupra lungimii / a unui (u, v)—walk, notat
w.

Pentru! = 0: Neavand nicio muchie, W este format dintr-un singur varf (v = v). Acest
varf este un (u, v)—path, de lungime 0.

Pasul inductiv : Pentru [ > 1, presupunem cd afirmatia este adevarata pentru walk-uri de
lungime mai mica decat [. Daca IV nu are niciun varf repetat, atunci varfurile si muchiile sale
formeazd un (u,v)—drum.

Daca W are un varf repetat, w, atunci stergem muchiile si varfurile dintre cele doud aparitii
ale lui w, pastrand o singurd copie a lui w. Astfel obtinem un (u, v)—walk mai scurt, W’, care
este continut in . Conform ipotezei de inductie, W', contine un (u,v)—drum, notat cu P,
iar acest drum P este, de asemenea, continut in . Prin urmare, orice (u, v)—walk contine un
(u, v)—drum.

Definitia 19 Un graf G este conex dacd are continut un drum (u,v), pentru orice u,v € V(G) (in
caz contrar, G este neconex). Dacid G are un drum (u, v), atunci spunem cd u este conectat lavinG.
Relatia de conexiune pe multimea varfurilor V(G) constd din perechile ordonate (u,v) astfel incit u
este conectat la v.

Este util sa clarificim diferenta dinte conectare si adiacentd:

G are un drum (u,v) w € E(GQ)
u si v sunt adiacente

u s1 v sunt conectate
u este legat de v

u este conectat la v _
w este adiacent la v

Conform Lemei 5.1, putem demonstra cd un graf este conex aratdnd cd, pornind de la
fiecare varf, existd un walk pand la un anumit varf fix. Tot conform Lemei 5.1, relatia de
conexiune este tranzitiva: daca G are un drum (u, v) si un drum (v, w), atunci G are un drum
(u,w). Relatia este, de asemenea:
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e reflexivd, deoarece existd drumuri de lungime 0;

e simetrica, deoarece drumurile pot fi parcurse in sens invers.

Prin urmare, relatia de conexiune este o relatie de echivalentd. Urmatoarea definitie ne
conduce la clasele de echivalenta ale relatiei de conexiune.

Definitia 20 Un subgraf conex maximal al lui G este un subgraf care este conex si care nu este
inclus in niciun alt subgraf conex al lui G.

Definitia 21 Componentele unui graf G sunt subgrafurile sale conexe maximale. O componenti
(sau un graf) este triviald dacd nu are muchii; in caz contrar, este netriviald. Un vdrf izolat este un
virf de grad 0. Clasele de echivalentd ale relatiei de conexiune pe V(G) sunt multimile de vdrfuri ale
componentelor lui G. Un vdrf izolat formeazi o componentd triviald, alcatuitd dintr-un singur virf si
nicio muchie.

Exemplul 5.1 Graful de mai jos are patru componente, dintre care una este un virf izolat. Multim-
ile de varfuri ale componentelor sunt: {p},{q,r},{s,t,u,v,w},{x,y, 2}. Acestea sunt clasele de
echivalentd ale relatiei de conexiune.

Y s U UV w y Z
\ W ® |
®
q t p X
Componentele sunt disjuncte doud cite doud. Oricare doud componente nu au vreun virf in comun.

Addugarea unei muchii ale cdrei extremititi se afld in componente distincte le combind intr-o singurd
componentd. Prin urmare:

e addugarea unei muchii scade numdrul componentelor cu 0 sau 1;

e stergerea unei muchii creste numdrul componentelor cu 0 sau 1.
Propozitia 5.1 Orice graf cu n varfuri si k muchii are cel putin n — k componente.

Demonstratie. Un graf cu n varfuri si fara muchii are n componente. Cu fiecare muchie adau-
gatd, numadrul lor se reduce cu cel mult 1. Astfel, £ muchii addugate va face ca numdrul com-
ponentelor sa fie cel putin n — k.

Observatia 5.1 Stergerea unui vdrf sau a unei muchii poate creste numdrul componentelor. Desi
stergerea unei muchii poate creste numdrul componentelor doar cu 1, stergerea unui varf il poate creste
cu mai mult de atit (de exemplu, considerdnd graful bipartit complet K, ,,. Atunci cind obtinem
un subgraf prin stergerea unui vdrf, acesta trebuie si fie in continuare un graf, astfel incit stergerea
virfului determind si stergerea tuturor muchiilor incidente acelui vatrf.
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Definitia 22 O muchie de tdiere (cut-edge) sau un vdrf de tdiere (cut-vertex) al unui graf este
o muchie, respectiv un virf, a cirei/cirui stergere creste numdirul componentelor. Notam cu G — e,
respectiv G — M subgraful lui G obtinut prin stergerea unei muchii e, respectiv a unei multimi de
muchii M.

Similar, notdm cu G — v, respectiv G — S subgraful obtinut prin stergerea unui vdrf v, respectiv a
unei multimi de varfuri S. Un subgraf indus este un subgraf obtinut prin stergerea unei multimi de
vdrfuri. Notdm cu

GT)=G-T, unde T:=V(G)-T.

Acesta este subgraful lui G indus de T.

Cand T C V(G), subgraful indus G[T'| constd din vdrfurile din T si din toate muchiile ale ciror
extremitati apartin lui T. Graful complet G insugi este un subgraf indus, la fel ca si fiecare varf luat
individual. O multime S de virfuri este o multime independentd daci si numai dacd subgraful indus
de aceasta nu contine nicio muchie.

In graful din Exemplul 5.1, varfurile de tdiere sunt v si y. Muchiile de tdiere sunt gr, vw, zy, yz.
Acest graf contine subgrafuri pe Cy si P5, dar nu ca si grafuri induse. Subgraful P, apare ca
un subgraf indus de {s,¢,v, w} sau de {s, u, v, w}.

Putem acum caracteriza muchiile de tdiere din perspectiva ciclurilor grafului.
Teorema 1 O muchie e € E (G) este o muchie de tdiere dacd si numai dacd ea nu apartine unui ciclu.

Demonstratie. Fie e o muchie dintr-un graf G, cu extremitatile x si y, si fie H componenta care
contine muchia e. Deoarece stergerea lui e nu afecteaza nicio altd componentd, este suficient
sd demonstram cd H — e este conex dacd si numai dacd muchia e apartine unui ciclu.

Necesitatea: presupunem ca H — e este conex. Aceasta inseamnd ca H — e contine un drum
(x,y). Acest drum, impreund cu muchia e, formeaza (completeazd) un ciclu.

Suficienta: presupunem cd muchia e apartine unui ciclu C. Alegem u,v € V (H) .Deoarece
H este conex, H are un drum (u,v), notat P.

e Dacd P nu contine muchia e, atunci P existd siin H — e.

e Dacd P contine muchia e, presupunem, fdrd pierderea generalitdtii, cd  se afld Intre u si
y pe P. Deoarece H — e contine:

- un drum (u, z) de-a lungul lui P;
- un drum (z, y) de-a lungul ciclului C;

- un drum (y,v) de-a lungul lui P,
atunci, prin tranzitivitatea relatiei de conexiune, rezultd ca H — e are un drum (u, v).

e Am demonstrat acest lucru pentru orice u,v € V (H), deci H —e este conex. Prin urmare,
o muchie este muchie de tdiere dacd si numai dacd nu apartine niciunui ciclu.
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5.2 Grafuri bipartite

Reamintim cd o bucla este un ciclu de lungime 1. De asemenea, doud muchii distincte care au
aceleasi extremitdti formeaza un ciclu de lungime 2. Un walk este impar sau par, in functie de
faptul cd lungimea sa este impara sau para.

Un walk inchis Wcontine un ciclu C' dacd varfurile si muchiile lui C' apar ca o sublista a
lui W, in ordine ciclicd, dar nu neapdrat consecutiv. Putem considera ca un walk inchis sau
un ciclu incepe de la orice varf.

Lema 5.2 Orice walk inchis de lungime impard contine un ciclu impar.

Demonstratie. Folosim inductia asupra lungimii [ a unui walk inchis impar .

Pentru [ = 1, un walk inchis de lungime 1 parcurge un ciclu de lungime 1.

Pasul inductiv: Pentru [ > 1, presupunem ca afirmatia este adevdratd pentru walk-uri
inchise impare mai scurte decat . Daca W nu are niciun varf repetat (cu exceptia primului,
care coincide cu ultimul), atunci W insusi formeaza un ciclu de lungime impara.

Daca un varf v se repetd in IV, considerdm ca W incepe in v si impdrtim W in doud walk-uri

(v,v).

impar par

Deoarece W are lungime impard, unul dintre aceste doua walk-uri are lungime impar4,
iar celdlalt are lungime pard. Walk-ul impar este mai scurt decat W. Conform ipotezei de
inductie, acesta contine un ciclu impar, iar acest ciclu apare in ordine in V. Prin urmare, orice
walk inchis impar contine un ciclu impar.

Definitia 23 O bipartitie a grafului G este o tmpdrtire a multimii virfurilor in doud multimi dis-
juncte si independente ale lui G, a ciror reuniune este V(G). Mai precis, un (X, Y )—bigraf este un
graf bipartit cu bipartitia varfurilor (X,Y).

Teorema 2 Un graf este bipartit dacd si numai dacd nu contine cicluri de lungime impard.

Demonstratie.

Necesitatea: Pentru un graf bipartit GG, fiecare walk alterneaza intre cele doud multimi ale
bipartitiei, deci fiecare intoarcere la multimea de plecare are loc dupa un numar par de muchii.
Prin urmare, G nu are cicluri impare.

Suficienta: Fie un graf G fard cicluri impare. Demonstrdm c4 el este bipartit prin constru-
irea efectivd a bipartitiei. Fie v un varf aflat intr-o componenta netriviala 1. Pentru fiecare
v € H, consideram f (v) lungimea minimald a unui path (u,v). Cum H este componenta
conexd, f (v) este corect definitd pentru oricev € V (H).

Definim
X = {veV(H): f(v) este par}
{ Y = {veV(H): f(v) este impar}
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O muchie v, v’ In X sau Y ar crea un walk impar inchis prin folosirea celui mai scurt (u, v) —path,
muchia v’ si reversul celui mai scurt (u, v/) —path. Conform Lemmei 5.2, un asemenea walk
ar trebui sd contind un ciclu impar, ceea ce ar contrazice ipoteza. Prin urmare, X si Y sunt
multimi independente de varfuri si

XUY =V (H),

adica H este un (X, Y')—bigraf.

Definitia 24 Numim uniunea grafurilor G1,Gs, ..., Gy, notatid cu G4 U ... U G}, graful ce are ca
multime a varfurilor UY_V (G;) si ca multime a muchiilor UY_ E (G;).

Exemplul 5.2 Mai jos prezentim graful K4 ca uniunea a doud cicluri de lungime 4. Atunci cind un
graf G este exprimat ca uniunea a doud sau mai multe subgrafuri, o muchie a lui G poate apartine
mai multora dintre acestea. Acest lucru diferentiazid uniunea de descompunere, in care fiecare muchie
apartine unui singur subgraf din listd.

01 11

00 10

Exemplul 5.3 Considerdm ci avem un sistem de transport aerian, cu k companii aeriene. Presupunem
cd:

1. serviciul direct intre doud orase tnseamnd serviciu direct dus-intors si

2. fiecare pereche de orase beneficiazil de serviciu direct din partea a cel putin unei companii aeriene.

3. Presupunem, de asemenea, cd nicio companie aeriand nu poate programa un ciclu care trece
printr-un numdr impar de orage.

Care este numdrul maxim de orase din sistem?
Conform Teoremei 2, ciutiam cel mai mare numdr natural n astfel incit graful complet K,, si poatd
fi exprimat ca uniunea a k grafuri bipartite, cite unul pentru fiecare companie aeriand. Raspunsul este

n =2~

Teorema 3 Graful complet K,, poate fi exprimat ca uniunea a k grafuri bipartite daci si numai daci
n < 2k,
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Demonstratie. Inductie dupa k.

Pentru k = 1, deoarece K3 are un ciclu impar, iar K, nu are, K, este bipartit dacd si numai
daca n < 2.

Presupunem acum cd avem k > 1. Demonstram fiecare implicatie folosind ipoteza de
inductie.
Sd presupunem mai intai cd
K,=GU..UG,

unde fiecare G; este un graf bipartit. Impartim multimea varfurilor in doud multimi de varfuri
(X,Y), astfel incat Gy sa nu aiba nicio muchie cu ambele extremitati in X sau cu ambele
extremitdti in Y. Reuniunea celorlalte £ —1 subgrafuri bipartite trebuie sa acopere subgrafurile
complete induse de X si de Y. Aplicand ipoteza de inductie fiecdruia dintre acestea, obtinem

X <28t s Y] <28

Prin urmare,
n <281 g okl = oF,

Reciproc, sd presupunem ci n < 2*. Impartim multimea varfurilor in dou submultimi
(X,Y), fiecare de cardinal cel mult 2¢~1. Conform ipotezei inductive, putem acoperi subgraful
complet indus de fiecare dintre aceste submultimi cu £ — 1 subgrafuri bipartite.

Uniunea celui de-al i-lea astfel de subgraf pe X cu cel de-al i-lea subgraf pe Y este un graf
bipartit. Prin urmare, obtinem k — 1 grafuri bipartite, a caror reuniune consta in subgrafurile
complete induse de X si Y.

Muchiile ramase sunt cele ale bigrafului (biciclei) cu bipartitia (X,Y"). Considerand acest
bigraf drept al k-lea subgraf bipartit, constructia este completd, iar demonstratia teoremei
incheiata.

6 Gradul varfurilor si probleme de numarare

Conceptul de grad al unui varf este unul fundamental pentru studierea grafurilor. Reludm
definitia prezentata anterior, prin introducerea unor notatii importante. Pentru inceput, vom
intelege prin [n] = {1,2,...,n}.

Definitia 25 Numim gradul unui vdrf v € V (G) intr-un graf G si vom nota d¢ (v), sau d (v),
numdrul muchiilor incidente in v, cu mentiunea cd fiecare bucld in v se numdrd de doud ori. Gradul
maxim se noteazd cu A (G) , iar cel minim cu § (G) . Spunem ci G este un graf regulat daci A (G) =
6 (G). Graful se numeste k—regulat daci gradul comun este k.

Vecindtatea unui virf v, notatd cu Ng (v), sau N (v), este multimea vdrfurilor adiacente lui v.

Definitia 26 Ordinul unui graf G, notat cu n (G), este numdrul vdrfurilor din G, adici n (g) =
card (V(G)). Dimensiunea lui G este e (G) := card (E (G)) . Graful va fi numit graf n—varfuri
6.1 Numadrare si relatii de bijectivitate

Un prim rezultat fundamental il constituie numararea muchiilor intr-un graf, folosind gradele
varfurilor sale. Rezultatul obtinut imediat este un instrument util in studierea grafurilor, fiind
denumit "Handshaking Lemma".
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Lema 6.1 (Formula Sumei Gradelor) Daci G este un graf, atunci

Z d(v) =2e(G).

ueV(Q)
o . . . 2¢(G) . .
Corolarul 6.1 (a) Intr-un graf G, gradul mediu al unui varf este, evident (G si, prin urmare,
2e (G)
) < < A(G).
(@) < g <A@)

(b)  Orice graf are un numdr par de vdrfuri de grad impar si niciun graf de ordin impar nu este regulat
cu grad impar.
(¢) Un graf k-requlat cu n varfuri are nk /2 muchii.

Definitia 27 Cubul k—dimensional (denumit si hipercubul Q) este graful simplu ale cirui noduri
sunt k—tuplurile ce iau valori din multimea {0, 1} si ale cdrui muchii sunt incidente in vdrfurile ce
diferd prin exact o componentd. Un subcub j—dimensional al lui Q) este un subgraf al lui Qy,
izomorf cu Q;.

011 111

Spre exemplu, hipercubul este o arhitectura naturald pentru design-ul calculatoarelor. Pro-
cesoarele pot comunica direct dacd ele corespund unor varfuri adiacente in ();,iar k-tuplurile
care identificd varfurile servesc drept adrese pentru procesoare.

Exemplul 6.1 (Structura hipercuburilor) Paritatea unui vdrf din Q. este paritatea numdrului de
1-uri din reprezentarea sa, adicd pard sau impard. Fiecare muchie din Q) are ca extremitdti un virf
par si un vdrf impar. Prin urmare, vdrfurile pare formeazi o multime independentd, la fel si varfurile
impare, iar (), este un graf bipartit.

Fiecare pozitie din k-tupluri poate fi specificatd in doud moduri, astfel ci

n(Qr) = 2",

Un vecin al unui virf se obtine schimband una dintre cele k pozitii din reprezentarea sa cu cealaltid
valoare. Prin urmare, Qy, este k—regulat, conform Corolarului 6.1-(c), are e (Qy) = 28~ muchii.

Muchiile evidentiate mai sus indicd doud subgrafuri ale lui ()3 izomorfe cu ()2, obtinute mentinind
ultima coordonatd fixatd la O, respectiv la 1. Putem forma un subcub j-dimensional mentinind fixe
oricare k — j coordonate si permitind valorilor din celelalte j coordonate si parcurgd toate cele 27
posibile j-tupluri. Subgraful indus de o astfel de multime de virfuri este izomorf cu Q).
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Deoarece existd C; moduri de a alege cele j coordonate care variazi si 28~7 moduri de a specifica
valorile coordonatelor fixe, acest lucru determind existenta a

Cy2k

astfel de subcuburi. De fapt, nu existd alte subcuburi j—dimensionale.
Copiile lui Q, sunt pur si simplu muchiile din Qy. Formula se reduce la k2" atunci cand j = 1,
astfel ci am gdsit un alt argument de numdirare pentru calcularea lui e(Qy,).

Un hipercub este deci graf bipartit requlat. Un elementar arqument de numdrare furnizeazi o
observatie fundamentald referitoare la astfel de grafuri.

Propozitia 6.1 Daci k > 0, atunci un graf bipartit k—regulat are acelasi numdr de vdarfuri in fiecare
multime din partitie.

Demonstratie. Fie G un (X, Y') bigraf. Numadrarea muchiilor din perspectiva extremitatilor lor
din X, respectiv din Y, conduce la

e(G) =k|X|, respectiv e(G)==Fk|Y].
Prin urmare, | X| = |Y].

Exemplul 6.2 Graful Petersen are zece cicluri de lungime 6. Fie G graful Petersen. Fiind 3—regulat,
G are zece copii ale lui K, 3 (subgraf gheardi/claw). Stabilim o corespondentd biunivocd intre ciclurile
de lungime 6 si gheare.

Deoarece G are circumferinta 5, fiecare ciclu de lungime 6, notat F', este un subgraf indus. Fiecare
vdrf al lui F' are un singur vecin in afara lui F'. Deoarece virfurile neadiacente au exact un vecin
comun (Propozitia 4.1), varfurile opuse de pe F' au un vecin comun in afara lui F.

Deoarece G este 3-requlat, cei trei varfuri astfel obtinute din afara lui F' sunt distincte. Prin urmare,
stergerea lui V (F) lasid un subgraf cu trei varfuri de grad 1 si un vdrf de grad 3. Acesta este o gheard.

Aritdam ci fiecare gheard H din G apare exact o datd in acest mod. Fie S multimea vdrfurilor de grad
1 din H, ceea ce spune ci S este o multime independentd. Virful central al lui H este deja un vecin
comun, astfel incdt celelalte sase muchii care pornesc din S ajung la virfuri distincte.

Prin urmare, G—V (H) este 2—regulat. Deoarece G are circumferinta egalii cu 5, G—V (H ) trebuie
sd fie un ciclu de lungime 6. Acest ciclu de lungime 6 produce H, atunci cind virfurile sale sunt sterse.

Prezentdm incd un argument de numadrare legat de o conjectura celebrd: Subgrafurile
obtinute prin stergerea unui singur varf nu trebuie sa fie toate distincte. De exemplu, cele
n subgrafuri obtinute prin stergerea unui varf din C;, sunt toate izomorfe cu P,_;.
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Propozitia 6.2 Considerdm un graf simplu G, cu vdrfurile vy, ..., v,, pentru n > 3. Atunci avem:

n n

Ze (G —v) Ze (G —v)

si dea (vj) = =1 —e(G —vj)

n—2
Demonstratie. O muchie e € E (G) apare si in G — v; dacd si numai dacd v; nu e extremitate a
n
lui e. Prin urmare, Z . (G — v;) contine fiecare muchie exact de n — 2 ori.
1=
Odata ce cunoastem e (G) , gradul lui v; poate fi determinat ca numdrul muchiilor pierdute
atunci cand stergem varful v; pentru a forma G' — v;.

Conjectura reconstructiei. Dacd G este un graf simplu cu cel putin trei varfuri, atunci G
este determinat in mod unic de lista subgrafurilor sale obtinute prin stergerea unui varf (mai
precis, de clasele de izomorfism ale acestor subgrafuri).

6.2 Probleme de optimalitate in grafuri

O problema extremala (de optimalitate) se referd la determinarea valoarii maxime sau minime
a unei functii pe o clasa de obiecte. De exemplu, numdrul maxim de muchii intr-un graf
simplu cu n varfuri este C2.

Propozitia 6.3 Numdrul minim de muchii intr-un graf conex cu n vdrfuri este n — 1.

Demonstratie. Conform Propozit orice graf cu n varfuri si £ muchii are cel putin n — k£ com-
ponente. Prin urmare, orice graf cu n varfuri si mai putin de n — 1 muchii are cel putin doua
componente si este neconex.

Reciproca acestei afirmatii este cd orice graf conex cu n varfuri are cel putin » — 1 muchii.
Aceastd limita inferioara este atinsa de drumul P,.

Observatia 6.1 Pentru a demonstra ci ( este minimul lui f(G) pentru grafurile dintr-o clasi G,
trebuie s aratam doud lucruri:

1. f(G) > B pentru orice G € G;
2. f(G) = B pentru un anumit G € G.

Demonstratia mdrginii trebuie si se aplice oricirui G € G. Pentru egalitate este suficient si
obtinem un exemplu in G cu valoarea doritd a lui f. Schimbarea lui > in < di criteriile pentru un
maxim.

Propozitia 6.4 Daci G este un graf simplu cu n varfuri si

n—1

atunci GG este conex.

Demonstratie. Alegem u,v € V(G). Este suficient sd ardtam cd u, v au un vecin comun dacad nu
sunt adiacente. Deoarece G este simplu, avem

n—1

INw)| 2 66) = "=,
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si similar pentru v. Cand v # v, avem |N(u) U N(v)| < n — 2, deoarece u si v nu sunt in
reuniune. Astfel,
n—1 n-1

[N(u) N N()| = [N(@)| + |[N@)| - IN@) UN@)| 2 ——+—— - (n-2) =1

Spunem cd un rezultat este cel mai bun posibil sau precis atunci cand existd un aspect
al lui care nu poate fi intdrit fard ca afirmatia sa devina falsa. Dupd cum arata exemplul
urmadtor, acest lucru este valabil pentru propozitia precedentd; cand §(G) este mai mic decat
(n(G) — 1)/2, nu mai putem concluziona cd G trebuie s fie conex.

Definitia 28 Graful obtinut ludnd reuniunea grafurilor G si H cu multimi de varfuri disjuncte se
numesgte reuniunea disjuncti sau suma, notatii G + H. In general, mG este graful format din m copii
doud cdte doud disjuncte ale lui G.

Observatia 6.2 [n teoria grafurilor, folosim “problema optimald” pentru giisirea unui optim pe o clasi
de grafuri. Cind cautdm extreme intr-un singur graf, cum ar fi dimensiunea maximd a unei multimi
independente sau dimensiunea maximd a unui subgraf bipartit, avem o problemd diferitd pentru fiecare
graf. Pentru a le deosebi de tipul anterior de problemd, le numim probleme de optimizare.

In aceasta perspectiva considerdm problema gasirii unui subgraf bipartit mare. Ea ne per-
mite sd introducem tehnica demonstratiei constructive sau “algoritmice”.

Teorema 4 Orice graf G, firi bucle, are un subgraf bipartit cu cel putin

e(G)
2

muchii.
Demonstratie. Incepem cu orice partitie a lui V(G) in doud multimi X, Y
V(G) = X UY, Xny =0.

Folosind doar muchiile care au cate un capat in fiecare multime, obtinem un subgraf bipartit
H, cu bipartitia X, Y.

Dacd H contine mai putin decat jumadtate din muchiile lui G incidente cu un varf v, atunci
v are mai multe muchii catre varfurile din propria clasa decat cdtre cealaltd clasd, dupa cum
este ilustrat mai jos. Mutarea lui v in cealalta clasa castigd mai multe muchii ale lui G' decat
pierde.

Mutdm céte un varf in acest mod atat timp cat subgraful bipartit curent contine mai putin
decat jumadtate dintre muchiile incidente cu vreun véarf. Fiecare astfel de schimbare mareste
dimensiunea subgrafului, deci procesul trebuie sd se termine intr-un numar finit de pasi. La
finalizare, avem ca
dg (v)

5
Adunand aceste inegalitati si aplicand formula sumei gradelor obtinem

du(v) > Yo € V(G).

e(G).

e(H) > 5
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Demonstratiile algoritmice corespund, de reguld, demonstratiilor prin inductie sau opti-
malitdtii. De exemplu, iatd demonstratia teoremei de mai sus in limbajul optimalitatii si al
contradictiei; alegerea optimald a lui /' duce direct la sfarsitul algoritmului:

Fie H subgraful bipartit al lui G care are cele mai multe muchii. Daca dy(v) > dg(v)/2
pentru orice v € V(G), atunci formula sumei gradelor da ¢(H) > e(G)/2. In caz contrar,
dy(v) < dg(v)/2 pentru un v € V(G), iar schimbarea lui v in bipartitie contrazice alegerea lui
H.

Exemplul 6.3 (Maximum local) Algoritmul din teorema de mai sus nu trebuie si producd un sub-
graf bipartit cu cele mai multe muchii, ci doar unul cu cel putin jumdtate dintre muchii.

1. Graful de mai jos este requlat de grad 5, cu 8 vdrfuri si, prin urmare, are 20 de muchii.

2. Bipartitia X = {a,b,c,d} siY = {e, f, g, h} produce un subgraf bipartit requlat de grad 3 cu 12
muchii. Algoritmul se termind aici. Schimbarea unui varf ar cdstiga doud muchii, dar ar pierde
trei.

Totusi, bipartitia X = {a,b,g,h} siY = {c,d, e, f} produce un subgraf bipartit requlat de grad 4 cu
16 muchii. Un algoritm care cautd maximul prin schimbiri locale se poate bloca intr-un maxim local.

h a

Observatia 6.3 [ntr-un graf G, numdrul maxim (global) de muchii intr-un subgraf bipartit este e(G)
minus numdrul minim de muchii necesare pentru a obtine cel putin o muchie din fiecare ciclu impar.

Definitia 29 Un graf G este H-free daci G' nu are niciun subgraf indus izomorf cu H.

Teorema 5 (Mantel [1907]). Numdrul maxim de muchii intr-un graf simplu cu n varfuri fird tri-
unghiuri este:

n2

5]
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Demonstratie. Fie G un graf simplu cu n varfuri si fara triunghiuri.

Fie z un varf de grad maxim, cu k& = d(z). Deoarece G nu are triunghiuri, nu existd muchii
intre vecinii lui z. Prin urmare, suma gradelor lui = si ale nevecinilor sdi numadra cel putin un
capat al fiecdrei muchii:

> d(v) > e(G). (1)

v N(x)

Cum k = d(x), Inseamna cd el are exact k vecini. Exceptand acesti k vecini, impreund cu z,
existd in graf n — k varfuri, dintre care unul este x, iar ceilalti n — £ — 1 nevecini ai sdi. Prin
urmare, (1) are loc pentru n — k situatii similare fixate.

Adunam pentru cele n — k varfuri, fiecare avand grad cel mult %, deci
e(G) < (n—k)k.
Deoarece (n — k)k numdrd muchiile dintr-un graf bipartit
Kk,

am demonstrat cd e(G) este marginit de dimensiunea unui biclicu cu n varfuri. Mutarea unui
varf din K, din multimea de dimensiune k in multimea de dimensiune n — k castigd k£ — 1

muchii si pierde n — k muchii. Castigul net este
<0, 2k>n+1
k—1—(n—k)=2k—n—-1
>0, 2k<n+1.

Astfel e(K,,_j ) este maxim atunci cand k = |n/2]| sau k = [n/2]. Cu alte cuvine, cele doud
multimi de varfuri trebuie sa fie echilibrate, avand fiecare

n A . <
5 varfuri, daca n este par

n—1n+1
2 )

Produsul este atunci n?/4 pentru n par si (n* — 1)/4 pentru n impar. Astfel,
n2
< |—].

Pentru a demonstra cd limita este cea mai buna posibild, este maximald, prezentdam un graf
fard triunghiuri si cu [n?/4] muchii. Acesta este:

varfuri, dacd n este impar

Kn/2y,mn/21-

Desi (n — k)k poate fi maximizat in raport cu k folosind calculul diferential, abordarea
discretd este preferabild in anumite privinte. Ea restrange direct k la un numadr intreg si se
generalizeazd usor la mai multe variabile.

Rezultatul lui Mantel ne oferd un alt motiv pentru formularea demonstratiilor inductive
in formatul pe care l-am folosit. Motivul este siguranta.

Observatia 6.4 Adesea, afirmatia pe care vrem si o demonstrim prin inductie dupi n este o implicatie:
A(n) = B(n).

Trebuie sid demonstram cd orice instantd G care satisface A(n) satisface si B(n). Pasul inductiv
urmeazd un format tipic. Din G obtinem o instantd mai micid G'. Dacd aritim cd G’ satisface A(n—1),
atunci ipoteza de inductie implicd faptul ci G’ satisface B(n — 1). Acum folosim informatia ci G’ sat-
isface B(n — 1) pentru a demonstra ci G satisface B(n).
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6.3 Secvente grafice

Definitia 30 Secventa de grade a unui graf este lista gradelor varfurilor, de obicei scrisid in ordine
descrescitoare, ca dy > -+ - > d,,.

Orice graf are o secventd de grade, dar ce secvente apar? Adicd, date fiind numere intregi
nenegative dy, ..., d,, existd un graf cu acestea ca fiind grade ale varfurilor? Formula sumei
gradelor implica faptul ca ) d; trebuie sa fie par. Cand permitem bucle si muchii multiple,
aceasta este si o conditie suficienta.

Propozitia 6.5 Numerele intregi nenegative d, . .., d,, sunt gradele varfurilor unui graf daci si nu-
mai dacd y , d; este par.

Demonstratie.

Necesitatea. Daca un graf G are aceste numere ca grade ale varfurilor, formula sumei gradelor
implica

V(@)
d; = 2¢(Q),
i=1
care este par.
Suficienta. Presupunem cd ) _, d; este par. Construim un graf cu multimea de varfuri vy, ..., v,

si
Deoarece ) d; este par, numarul valorilor impare este par. Mai intai formdm o imperechere
arbitrard a varfurilor din multimea

{v; : d; este impar}.

Pentru fiecare pereche obtinutd, formam o muchie avand aceste doud varfuri ca extremitati.
Gradul ramas necesar la fiecare varf este par si nenegativ; il satisfacem pentru fiecare : punand
|d;/2] bucle in v; , iar demonstratia este incheiata.

Aceastd demonstratie este constructivd, dar am putea folosi si inductia. Constructia este
usoard atunci cand sunt disponibile bucle. Fara ele, secventa de grade (2,0, 0) nu este reali-
zabil3, iar conditia nu mai este si suficientd. In continuare caracterizam secventele de grade
ale grafurilor simple printr-o conditie recursiva care produce cu usurintd un algoritm. Sunt
cunoscute multe alte caracterizari.

Definitia 31 O secventd graficd este o listd de numere nenegative care este secventa de grade a unui

~ A 24

graf simplu. Un graf simplu G, ce are secventa de grade d, spunem ci “realizeazi” pe d.

Teorema 6 (Havel [1955], Hakimi [1962]). Pentru n > 1, o listd d, de numere naturale, de dimen-
siune n este graficd dacd si numai dacd d' este graficd, unde d’ se obtine din d prin stergerea celui mai
mare element al sau A si sciderea cu 1 a urmdtoarelor sale A elemente cele mai mari. Singura secventd
graficd cu un singur element este d, = 0.

Demonstratie. Pentru n = 1, afirmatia este triviald. Pentru n > 1, demonstram mai intai ca
aceastd conditie este suficientd.

Datd fiind secventa d, cu componentele naturale

dy >dy > --->d,
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si un graf simplu G’ cu secventa de grade d’, construitd precum in enunt. Dacd este nevoie, le
reordonam descrescator. Adaugam un varf nou adiacent varfurilor din G’ cu gradele

d2_17...,dA+1—1.
Acestea sunt cele A elemente cele mai mari ale lui d dupa o copie a lui A insusi, dar d, —

1,...,das1 — 1 nu trebuie sa fie si cele mai mari A numere din d'.

Pentru a demonstra necesitatea, pornim cu un graf simplu G care realizeaza d si producem
un graf simplu G’ care realizeazd d'. Fie w un varf de grad A in G, el nefiind neapérat unic:

d(w)=A, indG.
. Fie S o multime de A varfuri in G avand “gradele dorite” ds, ..., da41. Daca
N(w) =S,

atunci stergem w pentru a obtine G'.
Altfel, un varf din S lipseste din N (w) :

SN N(w) # 0.

In acest caz, modificdm G pentru a mdri numdrul vecinilor lui w cu varfuri ce au gradele
dorite, adicd pe |N(w) N S|, dar fard a schimba vreun grad. Deoarece |N(w) N S| poate creste
de cel mult A ori, repetarea acestui procedeu transforma G intr-un alt graf G*, care realizeaza
d si are S ca vecindtate a lui w. Din G* stergem apoi w pentru a obtine graful dorit G’ care
realizeaza d'.

Mai precis, pentru a gdsi modificarea de mai sus atunci cand N(w) # S, alegem = € S si
z ¢ S astfel incat
wz € E(Q) si wz ¢ E(G).

Dorim sd addugam wx si sd stergem wz, dar trebuie sa pastram gradele varfurilor. Deoarece
d(z) > d(z) si deja w este vecin al lui z, dar nu al lui , existd un varf y adiacent lui z, dar nu lui
z. Atunci stergem muchiile {wz, xy} si addugam muchiile {wx, yz} pentru a mari |N(w) N S|,
asa cum vedem in reprezentarea de mai jos:

Teorema anterioard testeazd o listd de n numere prin testarea unei liste de n — 1 numere.
Ea produce un algoritm recursiv pentru a testa daca d este graficd. Conditia necesarad “)  d;
par” este implicita: Y d; = (> d}) + 2A implicd faptul cd > | d; si Y d; au aceeasi paritate.
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O demonstratie algoritmica folosind “schimbarea locala” impinge un obiect spre o conditie
doritd. Aceasta poate fi formulatd ca demonstratie prin inductie, unde parametrul de inductie
este “distanta” fatd de conditia doriti. In demonstratia teoremei anterioare, aceastd distanti
este numadrul de varfuri din S care lipsesc din N (w).

Am folosit schimbari de muchii pentru a transforma un graf arbitrar cu secventa de grade
d intr-un graf care satisface conditia doritd. In continuare vom ardta ca orice graf simplu cu
secventa de grade d poate fi transformat prin astfel de schimbadri in oricare altul.

Definitia 32 Un 2-switch este inlocuirea unei perechi de muchii xy si zw dintr-un graf simplu cu
muchiile yz si wx, cu conditia ca yz si wx sd nu fi apirut deja in graf.

O ——— &
X i} X W

Liniile punctate de mai sus indicd perechi neadiacente. Dacd yz sau wz ar fi fost deja
muchii in graf, 2-switch-ul nu poate fi efectuat, deoarece graful rezultat nu ar fi simplu. Un
2-switch pastreaza toate gradele varfurilor. Daca un 2-switch transforma H in H*, atunci un
2-switch pe aceleasi patru varfuri transformd A* in H. Mai jos ilustram doud 2-switch-uri

succesive.
i (3] [y i () w U [ u!
X V - X y Z X }’ Z

Teorema 7 (Berge) Daci G si H sunt doud grafuri simple cu aceeasi multime de vdrfuri V, atunci
dg(v) = dy(v), pentru orice v € V dacd si numai dacd existd o succesiune de 2-switch-uri care
transformd G in H.

Demonstratie. Orice 2-switch pdstreaza gradele varfurilor, deci conditia este suficienta.

Reciproc, presupunem cd dg(v) = dg(v), pentru orice v € V. Obtinem o succesiune potriv-
itd de 2-switch-uri, prin inductie dupa numadrul de varfuri, n.

Dacd n < 3, atunci pentru fiecare dy, . .., d, existd cel mult un graf simplu cu d(v;) = d;.
Putem folosi deci n = 3 ca pas de plecare.

Considerdm n > 4 si fie w un varf de grad maxim, A. Fie

S:{’Ulw"aUA}

o multime fixata de varfuri, cu cele mai mari A grade, altele decat w. Ca in demonstratia
teoremei Havel-Hakimi, o anumitd succesiune de 2-switch-uri transformd G intr-un graf G*

astfel incat Ng-(w) = S, iar o asemenea succesiune transforma H intr-un graf H* astfel incat
N H* (w) == S .
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Deoarece

Ne+(w) = Ny« (w),

stergerea lui w lasa grafuri simple
G" —w si H™ —w

cu de/(v) = dp(v), pentru orice varf v. Prin ipoteza de inductie, o succesiune de 2-switch-
uri transformd G’ in H'. Deoarece acestea nu il implica pe w, iar w are aceiasi vecini in G* si
H*, aplicarea acestei succesiuni transforma G* in //*. Prin urmare, putem transforma G in H
transformand G in G*, apoi G* in H*, apoi, in ordine inversd, transformarea lui H in H*.

Am putea formula acest lucru si folosind inductia dupa numarul muchiilor care apar exact
intr-unul dintre G si H, care este 0 dacd si numai daci ele sunt deja egale. In aceasta abordare,
este suficient sd gasim un 2-switch in G care il apropie de H sau un 2-switch in H care il
apropie de G.

7 Grafuri orientate

Am folosit grafurile pentru a modela relatii simetrice. O relatie nu trebuie sd fie simetrica
neapdrat. In general, o relatie pe S poate fi orice multime de perechi ordonate din S x S.
Pentru astfel de relatii avem nevoie de un model mai general.

Definitii si exemple

Céautarea unei reprezentdri grafice a informatiei dintr-o relatie generald pe S conduce la un
model de grafuri orientate.

Exemplul 7.1 Pentru numere naturale x,y, spunem ci x este un “divizor maximal” al lui y dacid y/x
este numdr prim. Pentru S C N, multimea

R = {(x,y) € S? : x este un divizor maximal al lui y}

este o relatie pe S. Pentru a o reprezenta grafic, asociem fiecdrui element din S un punct in plan si
desendm o sigeati de la x la y ori de cdte ori (z,y) € R. Mai jos este rezultatul pentru S = [12].

27



1

Definitia 33 Un graf orientat sau digraf G este un triplet alcituit dintr-o multime de varfuri V(G), o
multime de muchii E(G) si o functie care asociazd fiecdrei muchii o pereche ordonati de vdrfuri. Primul
virf al perechii ordonate este conda muchiei, iar al doilea este capul; impreund, ele sunt extremititile.
Spunem ci o muchie este o muchie de la coadi la cap.

Termenii “cap” si “coadd” provin din sdgetile folosite pentru desenarea digrafurilor. Ca
si in cazul grafurilor, asociem fiecarui varf un punct in plan si fiecdarei muchii o curba care
uneste extremitdtile. Cand desendm un digraf, ddm curbei o directie de la coadd la cap.

Cand un digraf modeleaza o relatie, fiecare pereche ordonatd este perechea (cap, coada)
pentru cel mult o muchie. In acest caz, ca si in cazul grafurilor simple, ignordm detaliul tehnic
al unei functii care asociaza extremitatile muchiilor si consideram pur si simplu o muchie ca
fiind o pereche ordonatd de varfuri.

Definitia 34 [ntr-un digraf, o buclii este o muchie ale cirei extremititi sunt egale. Muchiile multiple
sunt muchii care au aceeasi pereche ordonatd de extremitdti. Un digraf este simplu dacd fiecare pereche
ordonati este capul si coada a cel mult unei muchii; la fiecare virf poate exista o singurd bucld.

Intr-un digraf simplu, scriem uv pentru o muchie cu coada u si capul v. Dacd existd o muchie de
la w la v, atunci v este succesorul lui u, iar u este predecesorul lui v. Scriem u — v pentru “existd o
muchie de la wla v”.

Definitia 35 Un digraf este un drum dacd este un digraf simplu ale cirui varfuri pot fi ordonate liniar
astfel incdt existd o muchie cu coada w si capul v dacd si numai dacd v urmeazd imediat dupd u in
ordonarea virfurilor. Un ciclu este definit in mod similar folosind o ordonare a varfurilor pe un cerc.

Exemplul 7.2 Digrafuri functionale. Putem studia o functie f : A — A folosind digrafuri. Digraful
functional al lui f este digraful simplu cu multimea de varfuri A si multimea de muchii

{(z, f(2)) : x € A}.

Pentru fiecare x, singura muchie cu coada x indicd spre imaginea lui x prin f.

Parcurgerea unui drum intr-un digraf functional corespunde iterdrii functiei. Intr-o permutare,
fiecare element este imaginea exact a unui element, astfel incat digraful functional are un cap si o coadd
la fiecare varf. Prin urmare, digraful functional al unei permutdri este format din cicluri disjuncte.
Mai jos este digraful functional pentru o permutare a lui [7).
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Observatia 7.1 Folosim adesea aceleasi denumiri pentru conceptele corespunzitoare din modelele de
grafuri si digrafuri. Multi autori inlocuiesc “varf” si “muchie” cu “nod” si “arc” cand discutd despre
digrafuri, dar aceasta ascunde analogiile la demonstratii.

De asemenea, un graf G poate fi modelat folosind un digraf D in care fiecare muchie uv € E(G) este
tnlocuitd cu uwv,vu € E(D). In acest fel, rezultatele despre digrafuri pot fi aplicate grafurilor. Deoarece
notiunea de “muchie” in digrafuri extinde notiunea de “muchie” in grafuri, folosirea aceluiasi nume
are sens.

Unii autori scriu “drum orientat” si “ciclu orientat” pentru conceptele noastre de drum si ciclu in
digrafuri, dar distinctia nu este necesard; pentru versiunea “slabi” care nu urmeaza sigetile, putem
vorbi despre un drum sau un ciclu in graful obtinut prin ignorarea directiilor, pe care il definim in

continuare.

Definitia 36 Graful suport al unui digraf D este graful G obtinut tratdnd muchiile lui D ca perechi
neordonate. Multimea vdrfurilor si multimea muchiilor rdman aceleasi, iar extremitatile unei muchii
sunt aceleasi in G ca in D, dar in G ele devin o pereche neordonati.

R

Definitia 37 Definitiile de subgraf, izomorfism, descompunere si reuniune sunt aceleasi pentru gra-
furi si digrafuri. In matricea de adiacentd A(G) a unui digraf G, elementul din pozitia i, j este numdrul
muchiilor de la v; la v;. In matricea de incidenti M (G a unui digraf fiird bucle G, punem m; ; = +1
dacd v; este coada lui e; si m; ; = —1 dacd v; este capul lui e;.

Exemplul 7.3 Graful suport al digrafului de mai jos este graful discutat in trecut, la grafuri neorien-

tate.
w x y z a b ¢ d e
wf0 0 1 0 -1 41 0 0 O
x|1 01 0 +1 0 +1 -1 0
yt0 1 01 0 -1 -1 +1 +1
z\0 0 0O o o0 0 0 -1
A(G) M(G)
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Pentru a defini digrafurile conexe, apar doud optiuni. Am putea cere doar ca graful suport
sd fie conex. Totusi, aceasta nu surprinde sensul cel mai util al conexiunii pentru digrafuri.

Definitia 38 Un digraf este slab conex daci graful siu suport este conex. Un digraf este tare conex, sau
tare, dacd, pentru fiecare pereche ordonatid w,v de vdrfuri, existd un drum de la u la v. Componentele
tari ale unui digraf sunt subgrafurile sale tari maximale.

Exemplul 7.4 Digraful cu doud vdrfuri care constd numai din muchia xy are un drum x,y, dar nu
are un drum y, x si nu este tare conex. Ca digraf, un drum cu n vdrfuri are n componente tari (care
sunt chiar virfurile), dar un ciclu are una singurd (care este intreg ciclul). In digraful de mai jos, cele
trei subdigrafuri incercuite sunt componentele tari.

Definitia 39 Un nucleu intr-un digraf D este o multime S C V(D) astfel incdt S nu induce muchii
si fiecare virf din afara lui S are un succesor in S.

Urmatoarele afirmatii au loc:

e Un digraf care este un ciclu impar nu are nucleu deoarece din fiecare nod pleaca un arc,
dar interzicerea ciclurilor impare ca subdigrafuri conduce intotdeauna la un nucleu, asa
cum vom vedea in Teorema 8.

e Orice walk u, v Intr-un digraf contine un drum w, v, iar orice walk inchis impar intr-un
digraf contine un ciclu impar.

e Distanta de la x la y este lungimea minimd a unui drum z, y.
Teorema 8 (Richardson) Orice digraf care nu are cicluri impare are un nucleu.

Demonstratie. Fie D un astfel de digraf, care nu are cicluri impare. Considerdm mai intai cazul
in care D este tare conex (vezi figura din stinga de mai jos). Fie y € V(D) un varf arbitrar si
fie S multimea varfurilor aflate la distantd pard de y. Fiecare varf aflat la distantd impara de y
are un succesor in S (fiind tare conex, exista obligatoriu un drum de la y la acel varf, care nu
va fi situat in S).

Daca varfurile lui S nu sunt doué cate doud neadiacente, atunci existd un arcuv cuu,v € S.
Din definitia lui S, existd un drum u,y de lungime pard P si un drum v,y de lungime para
P'. Addugand wv la inceputul lui P’ obtinem un walk u, y, de lungime impara V. Deoarece
D este tare conex, D are un drum ¥, u, (). Combinand ¢ cu unul dintre P sau W obtinem o
plimbare inchisd impara in D. Acest lucru este imposibil, deoarece o plimbare inchisa impara
contine un ciclu impar. Prin urmare, S este un nucleu in D.
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Pentru cazul general folosim inductia dupd n(D).

Pasul de bazi: n(D) = 1. Singurul exemplu este un singur varf fard bucld. Acest varf este
un nucleu prin el insusi.

Pasul inductiv: n(D) > 1. Deoarece am demonstrat deja afirmatia pentru digrafurile tari,
putem presupune cd D nu este tare. Pentru o componenta tare D’ a lui D nu existd nicio
muchie de la un varf din D’ cdtre un varf care nu apartine lui D’. Am ardtat ca D’ are un
nucleu. Fie S un nucleu al lui D'.

Fie D" subdigraful obtinut din D prin stergerea lui D’ si a tuturor predecesorilor lui 5'.
Prin ipoteza de inductie, D" are un nucleu si fie S” un nucleu al lui D”. Atunci

S'us”

este un nucleu al lui D. Deoarece D" nu are niciun predecesor al lui S, nu exista nicio muchie
in S U S”. Fiecare varf din D” — S” are un succesor in S”, iar toate celelalte varfuri care nu
apartin lui S’ U S” au un succesor in S’

7.1 Gradele varfurilor

Definitia 40 Fie v un virf intr-un digraf. Gradul exterior d*(v) este numdrul muchiilor cu coada
v. Gradul interior d~(v) este numdrul muchiilor cu capul v. Vecindtatea exterioard sau multimea
succesorilor N*(v) este

{r e V(G):v— z}.

Vecindtatea interioard sau multimea predecesorilor N~ (v) este
{z e V(G) : x — v}.

Gradul interior minim gi maxim sunt 6~ (G) si A™(G); pentru gradul exterior folosim 6 (G) si
AT(G).

Analogia formulei sumei gradelor pentru grafuri este imediata.

Propozitia 7.1 Intr-un digraf G,

o odtw)=e(G)= > d (v).

vEV(G) VeV (G)

Demonstratie. Fiecare muchie are exact o coada si exact un cap.

Analogul secventei de grade pentru digrafuri este lista “perechilor de grade” (d* (v;), d™ (v;)).
Cand este o listd de perechi realizabild ca perechi de grade ale unui digraf? Ca si in cazul gra-
furilor, acest lucru este usor cand permitem muchii multiple.
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Propozitia 7.2 O listd de perechi de numere intregi nenegative este realizabilii ca perechi de grade ale
unui digraf dacd si numai dacd suma primelor coordonate este egald cu suma celor de-a doua coordonate.

Demonstratie. Conditia este necesari deoarece fiecare muchie are o coada si un cap, contribuind
cu cate o unitate la fiecare suma.

Pentru suficientd, consideram perechile

{(df,d7):1<i<n}

Aat)

si varfurile vy, .. ., v,. Fie
m=Y df =) d.

Consideram m puncte. Ddm punctelor etichete pozitive, dintre care d;” au eticheta i. Ddm, de
asemenea, punctelor etichete negative, dintre care d; au eticheta —j. Pentru fiecare punct cu
etichetele ¢ si —j, punem o muchie de la v; la v;. Obtinem astfel un digraf cu d*(v;) = d; si
d- (UZ) = dz_ .

Intrebarea analogs pentru digrafurile simple este mai dificili. Ea poate fi reformulata in
termenii grafurilor bipartite printr-o transformare utild in multe probleme despre digrafuri.

Definitia 41 Desfacerea unui digraf D este un graf bipartit G ale cdrui multimi de bipartitie V' si
V'~ sunt copii ale lui V(D). Pentru fiecare virf x € V(D) existd un varfa™ € V' siunvirfx~ € V.
Pentru fiecare muchie de la w la v in D, existd in G o muchie cu extremitditile u™* si v~

w ut vt wt x*
v u” v wo x~
Observatia 7.2 o Gradele virfurilor din desfacerea lui D sunt gradele interioare si exterioare ale
vdrfurilor din D.

e Mai mult, un graf bipartit G cu |X| = |Y| = n poate fi transformat intr-un digraf D cu n
virfuri punind o muchie v;v; in D pentru fiecare muchie x;y; din G. Atunci G este desfacerea
lui D. Acesta este unul dintre motivele pentru care permitem bucle in digrafurile simple.

o Astfel, existd un digraf simplu cu perechile de grade {(d,d;) : 1 < i < n} dacd i numai daci
existd un graf bipartit simplu G in care gradele varfurilor sunt df ..., d} intr-o multime de
bipartitiesi dy , ..., d,, in cealaltd multime de bipartitie.

»'n

Digrafuri euleriene

Definitiile de walk, traseu, circuit si relatia de conexiune sunt aceleasi in grafuri si digrafuri
atunci cand listdm muchiile ca perechi ordonate de varfuri. Intr-un digraf, muchiile succesive
~ A

trebuie sa “urmeze sagetile”. In parcurgerea vy, e1, . . ., ex, vy, muchia e; are coada v;_; si capul
V;.
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Definitia 42 Un traseu eulerian intr-un digraf (sau graf) este un traseu care contine toate muchiile.
Un circuit eulerian este un traseu inchis care contine toate muchiile. Un digraf este eulerian daci are
un circuit eulerian.

Lema 7.1 Daci G este un digraf cu 6+ (G) > 1, atunci G contine un ciclu. Aceeasi concluzie este
valabili cind 6~ (G) > 1.

Demonstratie. Fie P un drum maximal in G si fie v ultimul varf al lui P. Deoarece P nu poate
fi extins, fiecare succesor al lui u trebuie si fie deja un varf al lui P. Deoarece 61 (G) > 1, u are
un succesor v pe P. Muchia uv completeazad un ciclu impreund cu portiunea lui P de la v la u.

o e - —i

Demonstratia este incheiatd.

Teorema 9 Un digraf este eulerian daci i numai dacid d*(v) = d~ (v) pentru fiecare varf v si graful
suport are cel mult o componentd netriviald.

Observatia 7.3 Orice digraf eulerian fird vdrfuri izolate este tare conex, desi caracterizarea aratd ci
este suficientd conexitatea slabd.

Exemplul 7.5 Aplicatie. Cicluri de Bruijn. Existd 2" siruri binare de lungime n. Existd oare o
agezare ciclicd a 2" cifre binare astfel incit cele 2™ siruri de n cifre consecutive sd fie toate distincte?
Pentru n = 4, functioneaza (0000 | 1111 | 0110 | 0101).

Putem folosi 0 asemenea asezare pentru a urmdri pozitia unui tambur rotativ (Good [1946]). Tam-
burul are 2™ pozitii de rotatie. O bandd in jurul circumferintei este impdrtitd in 2™ portiuni care pot fi
codificate cu 0 sau 1. Senzorii citesc n portiuni consecutive. Dacd codificarea are proprietatea specificati
mai sus, atunci pozitia tamburului este determinatd de sirul citit de senzori.

Pentru a obtine o asemenea asezare circulard, definim un digraf D,, ale cirui varfuri sunt (n — 1)-
tuplurile binare. Punem o muchie de la a la b dacd ultimele n—2 componente ale lui a coincid cu primele
n — 2 componente ale lui b. Etichetdm muchia cu ultima componentd a lui b. Mai jos este prezentat D,.
In continuare demonstrim ci D,, este eulerian si ardtdm cum un circuit eulerian conduce la asezarea
circulard doritd.




Teorema 10 Digraful D, din aplicatia privind ciclurile de de Bruijn este eulerian, iar etichetele muchi-
ilor din orice circuit eulerian al lui D,, formeazdi o agezare circulard in care toate cele 2™ siruri consec-
utive de lungime n sunt distincte.

Demonstratie.

e Fiecare varf al lui D,, are grad exterior egal cu 2, deoarece putem adduga fie 0, fie 1 la
numele sdu pentru a obtine un varf succesor.

e In mod similar, fiecare varf are grad interior egal cu 2, deoarece putem adduga 0 sau 1 la
inceputul numelui atunci cand parcurgem muchiile in sens invers.

e Digraful D,, este tare conex: din orice varf putem ajunge la varful b = (by,...,b,_1)
urmand succesiv muchiile etichetate by, ..., b,_;. Prin urmare, D,, este eulerian.
e Fie C un circuit eulerian al lui D,,. Dacd sosim in varful a = (ay, ..., a,_1), muchia prin

care sosim are eticheta a,_;. Deoarece, la trecerea la varful urmator, se elimind prima
componentd si se deplaseaza celelalte componente, etichetele precedente, privite inhapoi,
sunt a,_»,...,a;. Daca urmatoarea muchie are eticheta a,, atunci cele mai recente n
etichete formeaza sirul a4, .. ., a,.

e Cele 2" ! varfuri au etichete distincte, iar cele doud muchii care ies din fiecare varf
au etichete distincte. Deoarece circuitul eulerian parcurge fiecare muchie exact o data,
rezulta cd cele 2" siruri de lungime n din asezarea circularad obtinutd sunt distincte

Demonstratia Teoremei este, astfel, incheiata.

Digraful D,, se numeste graful de Bruijn de ordin n pe un alfabet cu doua simboluri. El
este util si In alte situatii, deoarece are multe varfuri si putine muchii (dublul numarului de
varfuri), dar orice varf poate fi atins din oricare altul printr-un drum scurt. Mai precis, putem
atinge fiecare varf dorit in n — 1 pasi.

7.2 Orientari sii turnee

Definitia 43 O orientare a unui graf G este un digraf D obtinut prin alegerea unei orientiri (v — y
sau y — x) pentru fiecare muchie vy € E(G). Un graf orientat este o orientare a unui graf simplu.
Un turneu este o orientare a unui graf complet.

Un graf orientat este, in esentd, acelasi lucru cu un digraf simplu fard bucle. Atunci cand
muchiile unui graf reprezinta comparatii intre obiectele corespunzatoare varfurilor, rezul-
tatele comparatiilor pot fi reprezentate prin orientarea + — y atunci cand x obtine un rezultat
mai bun decat y.

w . . ~ . 2 . o
Numarul grafurilor orientate cu varfurile vy, ..., v, este 3, iar numarul turneelor este
2
2C%h,

Definitia 44 [ntr-un digraf, un rege este un varf din care orice alt virf este accesibil printr-un drum
de lungime cel mult 2.

Propozitia 7.3 Orice turneu are un rege. Mai precis, orice vdrf de grad exterior maxim intr-un turneu
este rege.
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Demonstratie. Fie x un varf al turneului 7. Dacd x nu este rege, existd un varf y care nu este
accesibil din z printr-un drum de lungime cel mult 2. Prin urmare, niciun succesor al lui x nu
este predecesor al lui y.

Deoarece T' este o orientare a unui graf complet, orice succesor al lui = trebuie sa fie, in
acest caz, succesor al lui y. In plus, y — z. Rezulta

d*(y) > d"(z).

Dacé y nu este rege, repetam argumentul si obtinem un varf cu grad exterior si mai mare.
Deoarece turneul are un numar finit de varfuri, nu putem continua la nesfarsit cu grade ex-
terioare strict crescatoare. Procedura se opreste numai atunci cand am gasit un rege. Prin
urmare, orice varf de grad exterior maxim este rege.
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